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ПРОСТОРИ ДІАГРАМ СТІЙКОСТІ 

 
Обсяг інформації, яким оперує людство, невпинно збільшується і зараз вимірюється у 

дзетабайтах (1 дзетабайт = 1021 байтів). Тенденція до збільшення інформації виглядає 
стійкою, і у зв’язку з цим виникає проблема оперування (збереження, передачі і т. і.) з 
великими масивами даних. Останніми десятиліттями до цього інтенсивно залучається апарат 
різних математичних дисциплін,  зокрема, геометричні й топологічні методи. Вони особливо 
ефективні для задачі візуалізації великих масивів даних.   

З геометричної точки зору великий масив даних є скінченною підмножиною n-
вимірного евклідового простору. Метрика евклідового простору індукує метрику на цій 
підмножині, перетворюючи її у скінченний метричний простір. Для дослідження таких 
скінченних метричних просторів використовується апарат алгебраїчної топології – а саме 
апарат стійких гомологій (persistent homology). Для стислого опису цього апарату нагадаємо 
спершу, що n-вимірним симплексом у евклідовому просторі називаємо опуклу оболонку 
𝑛 + 1 лінійно незалежних точок простору. Скінченний набір симплексів називаємо 
симпліціальним комплексом, якщо перетин кожного з двох симплексів цього набору є 
підсимплексом кожного з них. Для кожного  симпліціального комплексу 𝑋 можна означити 
групи симпліціальних гомологій 𝐻𝑖(𝑋) при 𝑖 = 0, 1, 2, … .  

Маючи масив даних 𝑌 у 𝑛-вимірному евклідовому просторі, для кожного числа 𝑟 > 0 
можемо означити так званий комплекс Ріпса 𝑅𝑟(𝑌):  набір точок 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 з 𝑌 визначає 𝑛-
вимірний симплекс в 𝑅𝑟(𝑌) тоді і лише тоді, коли попарна відстань між точками  𝑦1, 𝑦2, … , 
𝑦𝑛 не перевищує 𝑟. Тепер для симпліціального комплекса 𝑅𝑟(𝑌) можемо обчислити його 
групи гомологій 𝐻𝑖(𝑅𝑟(𝑌)) при 𝑖 = 0, 1, 2, … . Зауважимо, що при 𝑟 < 𝑠 існує природний 
гомоморфізм 𝐻𝑖(𝑅𝑟(𝑌)) → 𝐻𝑖(𝑅𝑠(𝑌)) груп гомологій. Одержані групи і гомоморфізми груп 
сукупно є алгебраїчними характеристиками масиву даних 𝑌.  

Твірними елементами групи 𝐻𝑖(𝑅𝑟(𝑌)) є так звані 𝑖-вимірні цикли. Образно кажучи, 
1-вимірні цикли — це петлі в симпліціальному комплексі, які не можна стягнути в точку, а 
2-вимірні цикли можна уявляти як отвори в пористому матеріалі. Для кожного такого 𝑖-
вимірного циклу можна виділити значення параметра 𝑟, при якому цей цикл з’являється і при 
якому цей цикл зникає (тобто перетворюється в нуль). Період існування кожного циклу 
можна відзначити відрізком на так званій штрих-кодовій діаграмі. При цьому можна 
розрізнити цикли, які існують довго, і цикли, які існують коротко. Останні можна трактувати 
як “шум”, який істотно не впливає на масив даних.  

Поряд зі штрих-кодовою діаграмою розглядають, також, так звану діаграму стійкості 
(persistence diagram). Вона складається з точок вигляду (𝑟, 𝑠) на площині, де 𝑟 означає 
момент появи циклу, а 𝑠 – момент його зникнення. Оскільки 𝑟 < 𝑠, то точки з діаграми 
стійкості розміщені над прямою 𝑥 = 𝑦 (діагоналлю). Зрозуміло, що чим ближче точка 
діаграми до діагоналі, тим коротша “тривалість життя” відповідного циклу. 

Позначимо через 𝐷 множину всіх діаграм стійкості. Близькість чи віддаленість двох 
різних діаграм стійкості свідчить про близькість чи віддаленість відповідних масивів даних. 
Ось чому множину 𝐷 наділяють різними метриками (метрикою Васерштайна, метрикою 
шийки пляшки (bottleneck distance) і т. і.)  

Відстань шийки пляшки між двома діаграмами стійкості знаходять за такою 
процедурою. Спершу вирівнюють число точок у двох діаграмах за допомогою дописування 
точок діагоналі (вони відповідають циклам, у яких тривалість існування рівна нулеві, тобто 
ними можна знехтувати). Далі встановлюємо взаємно однозначну відповідність між точками 
двох діаграм і обчислюємо максимальну відстань між точками, що перебувають у 
відповідності. Одержуємо число, що залежить від дописування діагональних елементів та 
відповідності між точками діаграм. Інфімум чисел, які можна одержати такою процедурою, 
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називають відстанню шийки пляшки між діаграмами. Відстань між діаграмами стійкості є 
кількісною характеристикою віддаленості між собою великих масивів даних, тому 
отриманий метричний простір 𝐷 є об’єктом вивчення багатьох дослідників. Зокрема, в [1, 2] 
зазначено, що множина діаграм стійкості тісно пов’язана з відомою конструкцією 
алгебраїчної топології – нескінченним симетричним добутком у сенсі Дольда і Тома [3]. 
 Зауважимо, що отриманий метричний простір не є повним. Поповнений простір 𝐷� 
діаграм стійкості складається з діаграм зі зліченними множинами точок, що задовольняють 
певні природні умови. Можна показати, що доповнення до множини 𝐷 у множині 𝐷� є 
гомотопійно нехтуваним у ній.  
 Оскільки простори діаграм стійкості є, як правило, нескінченновимірними, природним 
є застосування до їх дослідження методів нескінченновимірної топології, зокрема, топології 
нескінченновимірних многовидів. На цьому шляху вже вдалося одержати певні результати, 
що дають опис топології просторів діаграм стійкості.  

Зауважимо, що застосування геометричних і топологічних методів до аналізу великих 
масивів даних далеко не обмежуються згаданими вище. Зокрема, існують різноманітні 
методи зменшення числа вимірів великих масивів даних [4, 5], аж до знаходження 
одновимірних об’єктів (графів), що дають змогу структурувати великі масиви даних. На 
даний момент маємо значну кількість літератури у цьому напрямку (див., наприклад, 
оглядову статтю [6], та список цитувань у ній). Існують, також, методи геометризації 
метричних просторів, які полегшують візуалізацію результатів аналізу великих масивів 
даних [7, 8]. Зокрема, у таких просторах можливо будувати аналоги класичних геометричних 
фігур, та використовувати відомі аналітичні співвідношення між їх елементами [9]. 
Прикладами таких аналогів можуть служити поняття прямолінійно та плоско розміщених 
множин точок метричного простору [10, 11].    
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